Bemerkuneen zum Kleeneschen Aussagenkalkul®
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In Folgenden wollen wir fiir jedes der Postulate des von Kleene aufgenommenen

folgenden Aussagenkalkuls 10 ihre Unabhingigkeiten von {ibrigen Postulaten er-

weisen.
Postulate des Kleeneschen Aussagenkalkiil
la AD(BDA)
1b (ADB)D({AD(BDOCHD(AC))
A ADB
2 Iz -
3 AD(BDA&DRB)
4b A& BB
5a ADAV B
5b BOAN B
6 (ASO)D(BOCYZT(AVEBDC))
7 (ADRB)DUW{AD 1B)DTTA)
8 TTIATA

In b), neben diesen Unabhiingigkeiten beweisen wir die Unvertretbarkeit des
Postulats |b durch ander einfacheren b’ ;

12} (ADB)D((BDC)D(ADC))

O, &, \/, | kinnen als Arten mehrwertigen Wahrheitsfunktionen in einem
endlichen Variablenbereich aufgefasst werden. Hierdurch erhalt jedes Postulat, wenn
fiir die Aussagenvariablen Elemente des Bereichs eingesetzt werden, einen bestimmten
Wert. Das Postulat heisst "gilt”, wenn dieser Wert immer ein "designierte” ist. Die
Wahrheitsfunktionen sind so gebildet, dass in jeder von ihnen ein Postulat nicht,
die andern aber samtlich gelten.

a) Die Unabhiingigkeit des Postulats la
Wir konstruieren die Wahrheitsfunktionen definierenden Matrizen fiir O, &,

\/, 71, und annehmen 0, [, 3 als die designierte Werte.
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ADRB A& B AN B 14
A A \ A
B\ 0T 23 0123 0123 40123
0l 00 1 2 0'0 1 2 1 0 0000 TJAT1O03 2
| 1 1 1 1 11 21 1 0O 1 1 1
2102 2 3 2 212 2 2 2 2.0 1 2 2
303 3 3 1 301 1 2 3 3001 2 3

J

la gilt nicht, denn 0 2(370)=07122 =2.
In fclgenden Unabhingigkeitsbeweisen von b) bis k) der designierte Wert ist (.

b) Die Unabhiingigkeit des Postulats 1b.
Die Matrizen fiir 2, &, \/, |.

ADB A&B AN B 1A
NA A A |
plorz Hlovz 38002 A0 12
0,00 0 001 2 olooo A2 10
11100 1112 Lo T |
2 210 202272 2 01 2 |

b gilt nicht, denn (1D 1)1 (1 22N5(1202)=1
Die Unvertretbarkeit des Postulats 1b durch 1b’.
In b) 1b7 gilt. Damit erhalten wir die Unvertretbarkeit des Postulats |b durch
ib’
¢) Die Unabhingigkeit des Postulats 7.
Die Matrizen fiir 3, &, V/,

ADORB A&B AV B 1A
\11 ; \LU \,A
NI AN B o1 A 1 v
010 0 0. 0 1 o‘oo Al 0
1101 ]

1100 IR

2 gilt nicht, denn 0231 =0

d) Die Unabhingigkeit des Postulats 3.
Die Matrizen fiir O, &, Y/, ~

AR 4&3 AV B 1A
A . A N A |
B_\ o L0 LR A0
0 0 0 0 1 1 o{oo TIA 10
Ti1o0 P Plod 1

3 gilt nicht, dean 0D (0 D20&A)=1.
Bei allen Unabhiingigkeitsbeweisen von b) bis i) die Matrizen fiir 7, ~ | ungeéndert

bleiben.

e) Die Unabhingigkeit des Postulats 4a.
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A&B AV B
~A4 0 A0
BN T BN T
000 o{oo
I P10

4a gilt nicht, donn 1 &0 D1 =1

f) Die Unabhingigkeit des Postulats 4b.

A&B A\ B
A A
N N

010 1 010 0
1ot 1o

4b gilt nicht, denn 0 & 1201 =1.

g2) Die Unabhiingigkeit des Postulats 5a.

A& B AV B
1\ A
g§!01 E\Mjl
00 0 0lo o0
P 1{1 1

5a gilt nicht, denn 0 220V 1 =

h) Die Unabhingigkeit des Postulats 5b.

A& B AN B
A AN A[
N N
0|0 1 0 01
R 110 1

5b gilt nicht, denn 0V D1 0 =1

i) Die Unabahingigkeit des Postulats 6.

A&B AV B
NA N A
B\ o NI
0 01 0 5‘ 0 0
| | 11 1100
6 gilt nicht, denn (1 2 1)2WTI D)V I DTN =1

j) Die Unabhingigkeit des Postulats 7
Die Matrizen fiur 2, &, V, |.

A& B AV B ADb A
§é§01 géluz 5Ai01 A0
_;;7477 _ 2 N  — 7§,”,,,,_ S
010 1 00 o0 00 0 410 1

bl 10 110 |

7 gilt nicht, denn (1 D1 D 11)D 11)=1
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k) Die Unabhéngigkeit des Postulats 8.
Die Matrizen fiir 7, &, \/, bleiben ungeéndert.

A
A} 0 1
400
§ gilt nicht, dean ~| |1 D1 =1
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